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Capítulo 2Eletrostátia no váuo
2.1 Equações de Maxwell e EletrostátiaOs fen�menos eletromagnétios são desritos supondo-se que em ada ponto do espaço haja umvetor ~E e um vetor ~B, formando assim os ampos elétrio e magnétio. A dinâmia destes amposé desrita pelas equações de Maxwell no váuo, em termos das fontes: densidade esalar de argas
ρ(~r) e densidade vetorial de orrente ~J(~r):

~∇. ~E =
1

ǫ0
ρ Lei de Gauss

~∇. ~B = 0

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
Lei de Faraday

~∇× ~B = µ0
~J + µ0ǫ0

∂ ~E

∂t
Lei de Ampére modi�adaEstudaremos iniialmente situações ( eletrostátia) em que estaremos interessados no ampoelétrio na ausênia de ampos magnétios variáveis, ∂t ~B = 0, o que pressupõe densidades deargas não variáveis, ∂tρ = 0. Fiamos então om as equações básias:

~∇. ~E =
1

ǫ0
ρ (1.1)e

~∇× ~E = 0. (1.2)A questão que nos oloamos então é: Dada uma distribuição de argas, desrita por uma densidadevolumétria de argas ρ(~r), qual é o ampo elétrio obtido? A resposta a esta pergunta é forneida,desde que sob ondições adequadas, pelo teorema de Helmholtz. Se onheemos a densidade dearga e sabemos que ela derese mais rapidamente do que 1/r2 a grandes distânias e que o ampoelétrio derese também om a distânia ( isto é �siamente equivalente a dizer que o ampo édevido somente à distribuição loalizada de de arga) então o ampo elétrio será:
~E = −~∇φ, (1.3)1



om
φ =

1

4πǫ0

∫

V

ρ(~r′)

|∆~r| d
3r′, (1.4)e om ∆~r = ~r − ~r′.Observe que o ampo eletrostátio (vetorial) é obtido do hamado potenial esalar ou ampoesalar φ. Este por sua vez é esrito omo a superposição linear das ontribuições das argasem ada ponto do espaço, esta é a interpretação físia da integral. O fator 1/|∆~r| é arate-rístio da lei de Coulomb, omo logo veremos. Apliando as derivadas, usando que ∂i(xjxj)ν =

2ν(xjxj)
ν−1xkδki = 2ν(xjxj)

ν−1xi, vemos que o ampo elétrio é dado por:
~E =

1

4πǫ0

∫

V
d3r′ρ(~r′)

∆~r

|∆~r|3 =
1

4πǫ0

∫

V
d3r′ρ(~r′)

∆̂r

|∆~r|2 . (1.5)Novamente o aspeto mais marante está em que esta expressão pode ser vista omo a superposiçãolinear dos vetores ~E riados por ada arga no espaço. Esta expressão pode ser generalizada paradistribuições de arga que não sejam volumétrias. Uma densidade de argas devida a uma oleçãode argas pontuais qi loalizadas nos pontos r′i pode ser desrita por meio de funções delta de Dira
ρ(~r) =

∑

i

qiδ(~r − ~r′i). (1.6)Neste aso teremos então uma soma vetorial de ontribuições de ada arga pontual, a forma maisusual da lei de Coulomb:
~E =

∑

i

1

4πǫ0
qi
~r − ~ri
|~r − ~ri|3

. (1.7)Exeríio: Obtenha a equação (1.7) a partir de (1.6) e de (1.5).No aso de uma distribuição linear de argas podemos desrever a densidade de argas omo:
ρ(~r) =

∫ l2

l1
λ(l)δ(~r − ~r′(l))dl, (1.8)onde ~r′(l) é a representação paramétria da urva onde está presente a densidade linear de argas

λ. Por outro lado para uma distribuição super�ial a expressão da densidade de argas om den-sidade super�ial σ numa superfíie S �a então omo
ρ(~r) =

∫

S
σ(a)δ(~r − ~r′(a))da, (1.9)onde da representa o elemento de superfíie e ~r′(a) desreve a superfíie.Exeríio: Obtenha as expressões a seguir:

~E =
1

4πǫ0

∫
λ(l)

~r − ~r′(l)

|~r − ~r′(l)|3dl (1.10)e
~E =

1

4πǫ0

∫
σ(a)

~r − ~r′(a)

|~r − ~r′(a)|3da. (1.11)2
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Figura 2.1: Distribuição linear de argas.
Poderíamos ter tomado o aminho inverso e partido da expressão do ampo elétrio dada pelalei de Coulomb eq. ( 1.5) e obter a partir daí a expressão do ampo esalar e também a lei deGauss. De fato usando que ∆~r/(∆r2) = −~∇∆r−1 uma integração por partes na eq. (1.5) leva àexpressão do ampo elétrio em termos do ampo esalar. Por outro lado Basta apliar o divergentena mesma equação para obter a lei de Gauss diferenial. Como ressaltamos no iníio a apliaçãodo teorema de Helmholtz depende de ondições ténias de omportamento assintótio. Isto podesugerir alguma restrição à apliabilidade do método aima e portanto á própria lei de Coulomb.Este não é o aso. Nas ondições em que não se pode apliar o Teorema de Helmholtz o ampoelétrio, na eletrostátia, ainda é dado pela lei de Coulomb. Pode aonteer porém de onheermossomente parte das argas e o ampo observado depender de distribuições de argas fora da regiãode observação do ampo ou mesmo no in�nito. ∗2.1.1 ExemplosExemplo 1: Cálulo do ampo riado por uma distribuição linear reta de argas ao longo do eixox desde −L′ até L. O ampo será alulado em pontos ao longo do eixo z.(Figura 2.1)Podemos alular ada omponente separadamente. Primeiro o omponente ao longo do eixo z.

Ez =
1

4πǫ0

∫ L

−L′

λ cos θ
dx

∆r2
(1.13)Podemos utilizar que cos θ = z/∆r e x/z = tan θ para fazer a mudança de variável de integraçãopara θ. Com isto a integral �a imediata

Ez =
1

4πǫ0

∫ θ(L)

θ(−L′)
λ cos θ

cos2 θ

z2
zdθ

cos θ2
(1.14)

∗Estou supondo bem onheido, e portanto não estou disutindo, que a força a que uma partíula de arga qestá sujeita em um ponto do espaço o onde haja ampo elétrio e magnétio presentes é dada pela lei de Lorentz:
~F = q ~E + q~V × ~B, (1.12)que em nosso aso se reduz à força elétria dada pelo primeiro termo.3
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Figura 2.2: Distribuição esféria de argas.
=

λ

4πǫ0z
(sin θ (L)− sin θ (−L′)) (1.15)

=
1

4πǫ0



 λL

z
√
z2 + L2

+
λL′

z
√
z2 + L′2



 . (1.16)O omponente na direção x �a
Ex =

1

4πǫ0

∫ θ(L)

θ(−L′)
λ sin θ

cos θ2

z2
zdθ

cos θ2
(1.17)

= − λ

4πǫ0z
(cos θ(L)− cos θ(−L′)) (1.18)

= − 1

4πǫ0


 λ√

z2 + L2
− λ
√
z2 + L′2


 . (1.19)O omponente na direção y é identiamente nulo. No aso de o eixo z ser a mediatriz dosegmento, L = L′, o omponente x também é nulo.

Exemplo 2: Campo de uma distribuição super�ial om simetria esféria om raio R. Vamosentrar a esfera na origem e alular o ampo no eixo z. O ampo em um ponto qualquer seráobtido usando a simetria esféria simplesmente rodando este ampo para qualquer ponto.(Figura 2.2)Note que ∆r2 = z2 + R2 − 2zR cos θ. Caso I) z > R. Vamos onsiderar a ontribuiçãode um anel de ângulo entre θ e θ + dθ. Como a distânia é a mesma todos os pontos do anelontribuem igualmente na direção z. Devemos levar em onsideração o fator de projeção dado peloosseno do ângulo α entre o eixo z e qualquer seguimento de reta que ligue o ponto de observação
(x, y, z) = (0, 0, z) a um ponto do anel. Ao variar o ângulo θ a arga total do anel será

dq = σ2πR sin θRdθ. (1.20)4



Assim
dEz = cosα2πσR2 1

4πǫ0

sin θ cosαdθ

z2 +R2− 2zR cos θ
. (1.21)Usando que

cosα =
z − R cos θ

∆r
(1.22)podemos realizar a integração de�nindo omo variável de integração z′ = cos θ. De fato resulta

Ez =
σR2

2ǫ

∫ 1

−1

z −Rz′

(z2 +R2 − 2zRz′)3/2
dz′

=
σR2

2ǫ

[
z −Rz′

zR(z2 +R2 − 2zRz′)1/2

]1

−1

− σR2

2ǫ

−R
zR

∫ 1

−1

z′

(z2 +R2 − 2zRz′)1/2
dz′ (1.23)

=
σR2

ǫ0z2
=

1

4πǫ0

q

z2
.Caso z < R: O álulo é exatamente o mesmo até à equação (1.23). A partir daí é preisolevar em onsideração que as raízes do denominador são agora R− z e R + z resultando em

~E = ~0. (1.24)O resultado do último exeríio é partiularmente importante. Ele mostra que fora da asaesféria o ampo é o mesmo que seria se a arga estivesse no entro e dentro da asa esféria énulo.
Exeríio: Enontre o ampo vetorial elétrio de um anel na forma de triângulo equiláterouniformemente arregado a uma distânia z aima do entro.Exeríio: Enontre o ampo elétrio de uma distribuição esféria qualquer. Isto é suponhaque ρ(~r) = ρ(r). Voê pode utilizar o resultado da asa esféria para simpli�ar sobremaneira oálulo. Mostre que o ampo tem a forma

~E(~r) =
r̂ q(r)

4πǫ0r2
(1.25)

2.2 Potenial eletrostátioJá vimos que o teorema de Helmholtz permite expressar o ampo elétrio omo o gradiente deum ampo esalar. Isto deorre partiularmente da anulação do rotaional do ampo elétrio nassituações de eletrostátia. De fato o teorema de Stokes leva a que a integral de linha de ~E seja nulanum perurso fehado e portanto a que a integral entre pontos extremos �xos seja independentedo aminho: 5



∫ ~r2

~r1,C

~E.d~l = −φ(~r2) + φ(~r1). (2.26)A formulação do da eletrostátia em termos do ampo esalar apresenta grandes vantagens. Defato a expressão do ampo esalar em termos das fontes
φ(~r) =

1

4πǫ0

∫
ρ(~r′)

∆r
d3r′ (2.27)em geral é de mais fáil integração do que a expressão do ampo elétrio em termos da densidadede argas. O ampo ~E apresenta três omponentes e portanto três são as integrais a serem feitas.O ampo esalar somente tem uma omponente. Tendo obtido o ampo esalar o ampo elétrioserá obtido por uma simples derivação :

~E = −~∇φ. (2.28)A unidade de medida do ampo φ no sistema SI é o Volt, ou Newton X Metro /Coulomb, jáque a unidade do ampo elétrio é dada por Newton / Coulomb.O ampo esalar pode ser obtido do elétrio por integração de linha direta, nos asos emque se onheça este último. Embora não seja este o aminho mais prátio para obter o ampoesalar vamos por razões didátias disutir este proesso. Por exemplo o ampo elétrio de umadistribuição esféria é dado por
~E(~r) =

q(r)

ǫ0

r̂

r2
, (2.29)om q(r) o total de argas interno ao raio r, no sistema de referênia om origem no entro desimetria da distribuição de argas. Para este aso teremos:

φ(~r) = −
∫ ~r

~r0

~E.d~l = −
∫ ~r

~r0

q(r′)

ǫ0

r̂′

r′2
.(r dθθ̂ + r sin θdφφ̂+ drr̂) (2.30)

= −
∫ r

r0
E(r)dr. (2.31)A esolha de r0 dita o(s) ponto(s) do espaço em que φ(~r) será nulo. Em partiular se fazemos

r0 = ∞ o ampo esalar será nulo no in�nito. Esta é a esolha mais frequente e que permite ainterpretação em termos de energia mais direta. Partiularizando, vamos disutir o aso de umaasa esféria de raio R. Neste aso q(r) = Q para r > R e q(r) = 0 para r < R. O potenial serádado por
q

4πǫ0
(
1

r
− 1

r0
) (2.32)para r > R e, para r < R, por

q

4πǫ0
(
1

R
− 1

r0
). (2.33)Observe que sobre toda a região r < R o potenial é onstante já que o ampo é nulo.Exeríio) Enontre os poteniais elétrios produzidos por uma esfera homogênea de argas epor uma asa esféria homogênea de raio interno r1 e externo r2, a partir do ampo vetorialelétrio. 6



Exeríio) Calule o potenial para uma distribuição ilíndria de argas a partir do resultado:
~E =

λ(r)

2πǫor
r̂ (2.34)om

λ(r) = 2π
∫ r

0
r′

2
ρ(r′)dr′. (2.35)Partiularize para o aso de um ilindro homogêneo, asa ilíndria e �o de argas de dimensãotransversal desprezível.Exeríio) Mostre que qualquer ampo vetorial radial pode ser esrito omo o gradiente de umesalar.A disussão aima, em que enontramos φ a partir de ~E, não paree tratar da situação maisimportante. Em geral, exeto quando a simetria é muito forte, é mais fáil alular primeiro opotenial esalar e depois alular o ampo elétrio por derivação (apliando o gradiente ). Amaneira mais direta de alular o ampo esalar é , omo vimos, a partir do teorema de Helmholtz,através da equação :

φ(~r) =
1

4πǫ0

∫
ρ(~r′)

∆r
d3r′. (2.36)Como exemplo, alularemos o potenial de uma asa esféria de raio R. Calulando ampoem um ponto no eixo z e esolhendo a origem no entro da esfera (�gura 2.2) teremos:

φ(z) =
1

4πǫ0

∫
σ

∆r
da (2.37)

=
σ

4πǫ0

∫
R2 sin θdθdϕ√

R2 + z2 − 2Rz cos θ
(2.38)

=
σR2

2ǫo

∫ π

0

sin θdθ√
R2 + z2 − 2Rz cos θ

(2.39)
=

σR2

2ǫo

∫ 1

−1

dx√
R2 + z2 − 2Rzx

(2.40)Obtemos assim que fora da esfera φ(r) = R2σ/ǫor enquanto no seu interior φ(r) = R2σ/ǫoR.Exeríio: Enontre o potenial para ada uma as seguintes situações:a) Duas argas iguais e o ampo alulado na mediatriz do segmento que as une.b) Duas argas opostas e o ampo alulado na mediatriz do segmento que as une.) Segmento de reta uniformemente arregado ao longo de uma reta ortogonal a ele passandopela sua extremidade.d) Diso uniforme de argas ao longo do eixo de simetria.Para ada aso explique que informações voê dispõe sobre o ampo elétrio a partir do onhe-imento espei�ado do potenial elétrio.
7



Figura 2.3: Carga interna e externa.2.3 Lei de GaussNós partimos da Lei de Gauss e da ondição de ampo irrotaional para determinar o ampoelétrio omo dado pela lei de Coulomb 1.5. O argumento pode ser invertido. A partir da leide Coulomb podemos obter a lei de Gauss. De fato já indiamos omo fazê-lo na seção anterior.Vamos esboçar outro aminho para obter a lei de Gauss diferenial a partir da lei de Coulombpara argas pontuais (1.7).1)Para uma arga pontual oloada na origem o ampo é radial e deai om 1/r2. Esolhendouma superfíie esféria om entro na origem e raio R para alular a integral de superfíie doampo elétrio obtemos imediatamente que
∮
~E.d~a =

∮
1

4πǫ0

q

R2
r2dω =

q

ǫ
. (3.41)2) Mudando a superfíie original para uma superfíie arbitrária realizamos a integral tomandoáreas in�nitesimais subentendidas pelo one om entro na origem om ângulo sólido in�nitesimal

dΩ. Sendo o ampo radial e aindo om 1/r2, o mesmo fator de resimento da área, a ontribuiçãopode ser substituída por aquela que haveria na superfíie de uma esfera de raio r subentendidapelo mesmo ângulo sólido in�nitesimal:
~E.d~a = Ed~a.r̂ =

1

4πǫ0

q

r2
r2dω. (3.42)Integrando sobre toda a superfíie, desde que a origem seja interior a esta, obtemos o mesmoresultado para a integral de linha que no aso anterior. Se a origem for exterior, a integral desuperfíie se divide em duas: uma em que a superfíie está orientada para o entro, que dá umaontribuição negativa, e outra em que a superfíie está orientada para fora, resultando o mesmovalor em módulo, mas positivo. A integral é nula.3)Considerando agora uma on�guração de várias argas pontuais, a integral de superfíie seráoinidente om a ontribuição de todas as argas internas à superfíie:

∮

δV

~E.d~a =
Q(V )

ǫ0
, (3.43)onde Q(V ) é a arga ontida no volume V uja borda de�ne a superfíie gaussiana. Esta é a leide Gauss na forma integral.4) Apliando agora o teorema da divergênia no lado esquerdo obtemos8



Figura 2.4: Quadro resumo Eletrostátia.
∫

V

~∇. ~Ed3r = 1

ǫ0

∫

V
ρ(~r)d3r. (3.44)Resulta ainda, já que o volume de integração é arbitrário, que

~∇. ~E(~r) =
1

ǫ0
ρ(~r), (3.45)que é a lei de Gauss na forma diferenial.Podemos agora fazer um resumo sobre eletrostátia na forma de um grá�o:Figura 2.42.3.1 Apliações da lei de GaussUsando a lei de Gauss se pode realizar diretamente o álulo do ampo elétrio, de maneiraextremamente simples, em situações em que haja su�iente simetria no problema físio. Veremosalguns exemplos a seguir.O ampo de uma distribuição de argas om simetria esféria, ρ(r), somente pode dependerda variável radial r. Também devido à simetria o ampo não deve ter omponentes em direçãooutra que não a radial. Para alular o valor da omponente não nula Er(r) devemos alular aintegral de superfíie do ampo em uma superfíie Gaussiana que explore a simetria do problema,uma superfíie esféria de raio arbitrário, R:(Figura 2.5)

∮
~E.d~a = Er(R)4πR

2 =
q(R)

ǫ
(3.46)onde q(R) é a arga ontida no interior da esfera. O ampo elétrio será assim9



Figura 2.5: Gaussiana esféria.
Figura 2.6: Gaussiana em paralelepípedo.

~E =
1

4πǫ0

r̂ q(r)

r2
(3.47)Exeríio) Usando uma superfíie Gaussiana ilíndria mostre que o ampo de um ilindroin�nito uja densidade de argas depende somente da oordenada polar ilíndria r é dado por

~E =
λ(r)

2πǫ0r
r̂, (3.48)om

λ(r) = 2π
∫ r

0
ρ(r′)r′dr′. (3.49)Também muito importante é o álulo do ampo elétrio de um plano uniforme de argas, ujadensidade super�ial de argas é σ. Neste aso a superfíie Gaussiana adequada é um paralele-pípedo om duas faes paralelas ao plano de argas dispostas a iguais distânias deste. (�gura2.6)

A simetria do problema nos mostra que somente a omponente vertial deve ser diferente dezero. Além disto o ampo na fae superior deve ser igual em módulo e oposto ao da fae inferior.Assim obtemos pela lei de Gauss que 10



∮
~E.d~a = A(E+ − E−) = 2AE+ = 2Aσ (3.50)Assim,

~E =
σ

2ǫ0
n̂, (3.51)om n̂ o vetor unitário normal ao plano na direção do ponto de observação . Preste atenção aofato de que o ampo de uma arga pontual apresenta uma singularidade do tipo 1/r2 em r = 0enquanto um �o de arga in�nito om densidade onstante, o análogo a uma arga pontual numespaço de duas dimensões, produz uma singularidade do tipo 1/r̃. Um plano de argas in�nito éo análogo de uma partíula pontual em um espaço de uma dimensão . Neste aso a singularidadese enontra na derivada do ampo, e não no ampo em si. O ampo sofre uma desontinuidade de

σ/ǫ0 ao atravessar o plano.Exeríio resolvido: Como uma elaboração deste problema imagine dois planos paralelos arre-gados uniformemente om densidades σ1 e σ2. Chamemos de região I aquela aima do primeiroplano, de região II a intermediária aos dois planos e de região III a inferior ao segundo plano.Podemos alular os ampos em ada região , pelo prinípio da superposição, omo ontribuiçõesde ada plano separadamente. Obteremos então que o ampo será ortogonal aos planos om om-ponente, no sentido do segundo para o primeiro plano, dadas por:
EI =

σ1 + σ2
2ǫo

(3.52)
EII =

−σ1 + σ2
2ǫo

(3.53)
EIII =

−σ1 − σ2
2ǫo

. (3.54)Observe que nas regiões I e III o ampo é o mesmo que seria obtido se os planos de arga estivessemsuperpostos. Caso σ1 = σ2 o ampo será nulo no interior. Caso σ1 = −σ2 o ampo será on�nadoà região entre as argas e dado por EII = σ2/ǫ0.Exeríio: Calule o ampo de uma distribuição de argas volumétria que seja função somentedo módulo da oordenada artesiana |z|. Sugestão : imagine esta distribuição de argas ompostapela superposição de in�nitos planos de arga dispostos simetriamente em torno de z = 0.Este fen�meno da desontinuidade do ampo elétrio ao atravessar um plano de argas temuma importânia bem maior do que se pode imaginar à primeira vista. Ele é de fundamentalimportânia no estabeleimento das ondições de ontorno a que o potenial elétrio esta sujeitoao atravessar uma amada de argas. De fato o potenial está determinado pela lei de gauss naforma diferenial (1.1). Substituindo o ampo elétrio pela sua expressão em termos do potenialnaquela lei obtemos a equação e Poisson:
∇2φ(~r) =

−ρ(~r)
ǫ0

, (3.55)que no aso de densidade nula se reduz à equação de Laplae. Como equações difereniais pariaisas equações de Poisson ou Laplae devem ser suplementadas om informações sobre o ampoesalar para terem uma solução únia. Lidaremos seguidamente om ondições estabeleidas sobre11



o valor do ampo esalar elétrio em uma superfíie ou sobre suas derivadas na superfíie. Esteúltimo tipo de ondição de ontorno pode ser já ompreendida do ponto de vista físio. Suponhaque ao longo de uma superfíie S haja uma densidade de argas super�ial σ que pode dependerda posição . Vamos orientar esta superfíie de�nindo um vetor unitário normal a ela, ~n. Queremosalular o ampo em pontos próximos nos dois lados da superfíie. Para um ponto su�ientementepróximo da superfíie imagine um segmento de reta que o ligue a um ponto base na superfíie demaneira ortogonal. Considere agora uma porção da superfíie de�nida por pontos om distâniamenor que o omprimento do segmento multipliado por uma onstante arbitrária muito maiorque o número um. A idéia é que se o omprimento do segmento for su�ientemente pequenoesta onstante pode ser muito grande a ainda assim a porção da superfíie ser muito pequena,podendo ser aproximada om um plano. Então alulamos o ampo elétrio riado pelas arganessa porção do mesmo modo que de um plano in�nito apliando o teorema de Gauss usandouma aixa retangular entrada na superfíie. Resulta que a ontribuição dessa parte próxima dasuperfíie apresenta uma desontinuidade:
( ~E+ − ~E−).~n =

σ

ǫ0
, (3.56)onde ~E+ está na região para onde o vetor ~n aponta e ~E− na região oposta. Ao mesmo tempoapliando o teorema de Stokes para o álulo da integral de linha de ~E em um iruito retangularomprido paralelo à superfíie om uma aresta num lado do plano e o outro do outro lado obtemosa ondição de ontinuidade da omponente tangenial do ampo elétrio

( ~E+ − ~E−)× ~n = 0. (3.57)No que diz respeito ao ampo esalar teremos a desontinuidade da sua derivada normal:
(~∇φ+ − ~∇φ−).~n =

∂(φ+ − φ−)

∂n
= − σ

ǫ0
. (3.58)Além disto o ampo esalar deve ser ontínuo ao atravessar a superfíie. Isto se deve fato deo rotaional do ampo elétrio ser nulo em todo espaço inlusive na superfíie omo expressa aequação (3.57).2.4 Trabalho e EnergiaJá foi visto no urso de físia básia que o produto do ampo esalar elétrio pela arga se interpretaomo a energia da partíula. Vamos aqui eslareer melhor este oneito. Se transportamos umaarga Q ao longo de um trajeto onde haja um ampo elétrio devido a outras argas que nãotenham suas posições modi�adas à medida que realizamos o trajeto, o trabalho realizado ontraa força elétria será

W = −Q
∫ b

a

~E.d~l = Q
∫ b

a

~∇φ.d~l = Q(φ(~rb)− φ(~ra)). (4.59)Vemos assim que tratamos om um sistema onservativo, já que o trabalho depende somente dospontos extremos, e que a energia potenial- da partíula- é dada por12



Upartíula = Qφ(~r).Uma questão distinta é enontrar a energia empregada para onstruir a on�guração de argas-energia de on�guração. Imagine uma on�guração de partíulas de argas qi loalizadas nospontos ~ri. Vamos trazer estas partíulas de situações em que elas estão in�nitamente afastadas atáas posições �nais. O potenial elétrio nesta situação será a superposição dos poteniais elétriosriados por ada arga qi,
φ(~r) =

∑

i

φi(~r) =
∑

i

qi
4πǫ0

|~r − ~ri|−1. (4.60)Vamos alular a energia reursivamente. Trazer a primeira partíula não gasta energia, já quenão há outras arga presentes. Trazer a segunda partíula requer uma energia
Upartíula 2 = q2φ1(~r2), (4.61)já que esta será movimentada na presença do ampo da primeira. Trazer a tereira partíulaadiionará a energia

Upartíula 3 = q3(φ1(~r3) + φ2(~r3)). (4.62)Trazer a i-ésima partíula requer uma energia
Upartíula i = qi

i−1∑

j=1

φj(~ri) (sem soma em i!) (4.63)Somando a energia total empregada teremos:
Uon�guração =

∑

i

Upartíula i = N∑

i=1

i−1∑

j=1

qiφj(~ri) (4.64)Esta expressão pode ser simetrizada. De fato
Uon�guração =

1

4πǫ0

N∑

i=1

∑

j<i

qiqj
∆rij

=
1

8πǫ0




N∑

i=1

∑

j<i

qiqj
∆rij

+
N∑

j=1

∑

i<j

qjqi
∆rji




=
1

8πǫ0

N∑

i,j(i 6=j)

qiqj
∆rij

. (4.65)(4.66)Failmente se hega também à expressão
Uon�guração =

1

2

N∑

i

qiφ
′(~ri) (4.67)onde φ′(~ri) é o ampo esalar na posição da partíula i riado pelas demais partíulas. Observeo fator 1/2 quando omparado om a energia de uma partíula num ampo �xo. A exlusão doampo riado por uma partíula sobre ela mesma é neessária apenas quando lidamos om argas13



pontuais. Nos asos de on�guração linear, super�ial ou volumétria �aremos simplesmente omas expressões
Uon�g-1D =

1

2

∫

C
λ(l)φ(l)dl, (4.68)

Uon�g-2D =
1

2

∫

S
σ(a)φ(a)da, (4.69)

Uon�g-3D =
1

2

∫

V
ρ(~r)d3r, (4.70)e expressões análogas à da equação (4.65). Mais importante �siamente é a expressão da energiade uma on�guração de argas diretamente em termos de energia assoiada aos ampos.

Uon�guração =
1

2

∫

V
ρ(~r)φ(~r)d3r =

ǫ0
2

∫

V

~∇. ~Eφd3r

=
ǫ0
2

∫

V

[
~∇.( ~Eφ)− ~E.~∇φ

]
d3r

=
ǫ0
2

[∫

S=δV

~Eφ.d~a+
∫

V
( ~E)2d3r

]
. (4.71)O segundo termo aima é o mais importante. Ele pode ser interpretado omo a integral novolume da densidade de energia u = ǫ0| ~E|2/2. O primeiro termo tem uma interpretação maissutil. Lembrando da desontinuidade do ampo elétrio ao atravessar uma densidade super�ialde argas podemos onluir que uma densidade super�ial de argas dada por

σ = ǫ0| ~E|2 (4.72)seria a neessária para, mantendo o ampo dado no interior da região V , anulá-lo do lado defora da superfíie. Este termo pode ser então interpretado omo a ontribuição para a energiadesta densidade super�ial de argas. De todo modo, se tomamos o volume om sendo todo oespaço, este termo será desprezível desde que a on�guração de argas seja loalizada o que levará,omo veremos, a um deaimento su�ientemente rápido do ampo no in�nito para ompensar oresimento da superfíie. Neste aso então �amos somente om o termo de volume
Uon�guração =

ǫ0
2

∫

V
( ~E)2d3r. (4.73)Exemplo: Energia de uma asa esféria om raio R e σ = q/(4πR2). O ampo será dado por

~E = q
4πǫ0

r̂
r2

para r > R e nulo para r < R. O potenial será φ = q
4πǫ0r

para r > R e φ = q
4πǫ0R

para
r < R. Usando a equação (4.69) a integração é imediata levando a

U =
q2

8πǫ0R
. (4.74)Por outro lado podemos realizar a integral da densidade de energia sobre todo o espaço

U =
∫

r>R

ǫ0q
2

32π2ǫ20r
2
r2d rdΩ, (4.75)levando ao mesmo resultadoExeríio: Calule a energia de uma esfera homogênea de raio r arregada om uma arga total

q. Compare om a energia armazenada numa asa esféria.14



2.5 Condutores e apaitâniaUm bom ondutor apresenta argas livres, elétrons ou buraos, que reagem rapidamente à presençade um ampo elétrio em seu interior. Como resultado, estas argas tendem a se aumular nosextremos do ondutor, om as argas positivas �ando nos extremos om baixo potenial e vie-versa. Este aúmulo de argas ria uma ampo elétrio que é oposto ao ampo apliado. Daíentão, o ampo no interior do ondutor se anula e ao mesmo tempo o potenial �a onstante aolongo de todo o ondutor. Como não há ampo no interior do ondutor em equilíbrio, não podehaver argas livres também. De fato toda a arga livre no ondutor orre para a superfíie. Nasuperfíie do ondutor o ampo é ortogonal á superfíie já que o potenial é onstante no interior doondutor, e assim deve permaneer na sua superfíie. Os exemplos seguintes ilustram a apaidadede blindagem de um ondutor.Exemplo: Qual o ampo em todo o espaço devido a uma arga pontual q no entro de umaamada esféria ondutora de raio interno ri e externo re? Devido à simetria esféria podemosonsiderar superfíies Gaussianas esférias om raios r1 < ri, r2 < re e > ri e r3 > re. Noprimeiro aso onluímos que o ampo é qr̂
4πǫ0r2

. No segundo aso sabemos que o ampo é nuloonsequentemente pelo teorema de Gauss haverá uma arga total −q distribuída uniformemente nasuperfíie de raio ri. No tereiro aso usando que a arga distribuída no raio re é de módulo iguale ontrária à distribuída em ri obtemos um resultado igual ao do primeiro aso.Exemplo: Repetimos o anterior om a superfíie interna não mais esféria e a externa, esféria,mas não onêntria om a arga. Neste aso o ampo no interior do ondutor ontinua nulo o querequer uma arga super�ial interna total −q e portanto a arga super�ial externa será de q. Asdensidades interna e externa têm araterístias maradamente distintas. Devido ao ampo nulono interior a densidade super�ial externa será uniforme, a�nal no aso anterior esta densidadeestava em equilíbrio. A densidade super�ial interna varia om a posição.Exeríio: Enontre o ampo e as densidades super�iais devido a duas argas q1 e q2 oloadasnos entros de dois buraos esférios feitos em um ondutor esfério. Se a superfíie externa éonetada à Terra o que aontee?Como vimos, uma densidade super�ial de argas apresenta uma desontinuidade na ompo-nente normal do ampo elétrio ao atravessá-la. No aso de um ondutor, omo o ampo no interioré nulo, hamando de n̂ o vetor normal á superfíie do ondutor apontando do seu interior para forae de ~E o ampo elétrio fora e próximo do ondutor, resultante de alguma on�guração de argase da própria distribuição super�ial, a densidade super�ial do ondutor será dada por
~E =

σ

ǫ0
n̂ (5.76)ou

∂φ

∂n
= − σ

ǫ0
. (5.77)A força exerida sobre o ondutor devido á sua densidade super�ial de argas, dada por σ ~Eda,requer um eslareimento. Tal qual no aso de planos de argas in�nito é preiso eliminar o amporiado pela própria superfíie, ou melhor o ampo riado pela porção da superfíie in�nitesimalonde alulamos a força. Como porção in�nitesimal podemos alular o ampo por ela riadoanalogamente ao álulo do ampo de um plano in�nito. Assim o ampo riado pela própria15



porção in�nitesimal na sua vizinhança será
~E = ± σ

2ǫ0
n̂, (5.78)om o sinal ajustado para que ele aponte para fora da superfíie se sigma for positivo. Ora aeliminação desta ontribuição signi�a que o ampo efetivo para álulo da força será ~E/2 tantono interior omo no exterior, não apresentando desontinuidade omo era de se esperar. Em resumoeste ampo é a média do ampo total dentro ( ~E = 0) e fora ( ~E = σ

ǫ0
n̂) do ondutor próximo àsuperfíie. Dividindo a força pela área vemos que haverá uma pressão eletrostátia dada por

P =
σ2

2ǫ0
=
ǫ0( ~E)

2

2
(5.79)Qual a força exerida entre o hemisfério superior e inferior de uma superfíie homogênea deargas de raio R?O ampo é radial e num ponto externo próximo da superfíie é dado por ~E = σr̂/ǫ0. Dividindopor dois e integrando sobre hemisfério superior teremos:

Fz =
∫

θ>π
2

σ2r̂.ẑ

2ǫ0
da (5.80)

=
R2σ2π

ǫ0

∫ π
2

0
cos θ sin θdθ (5.81)

=
R2σ2π

2ǫ0
(5.82)2.5.1 CapaitoresSe onsideramos dois ondutores om argas Q no ondutor C1 e −Q no ondutor C2 estas argasse distribuirão nas superfíies dos ondutores riando um ampo elétrio que será ortogonal ássuperfíies. Como os ondutores têm potenial uniforme faz sentido de�nir a diferença de potenialentre eles, ∆φ = φ(C1) − φ(C2). Ora se multipliamos o ampo em todo o espaço por um fatorde esala e as argas nos ondutores pelo mesmo fator ontinuaremos om os ampos ortogonaisà superfíie dos ondutores e satisfazendo à ondição de ontorno de desontinuidade do ampoelétrio (este argumento pressupõe que os ondutores estejam su�ientemente afastados de outrasargas). A relação entre argaQ e diferença de potenial∆φ é uma onstante hamada apaitâniae depende somente da geometria dos ondutores, se no váuo. Esta on�guração de argas emondutores se hama de apaitor.A energia armazenada em um apaitor é obtida diretamente da expressão (4.67):

W =
Q∆φ

2
=
C∆φ2

2
=
Q2

2C
. (5.83)Exemplo: Calule a apaitânia de duas plaas planas paralelas.O ampo entre elas é dado por ~E = σ/ǫ0n̂. A diferença de potenial será ∆φ = dσ/ǫ0 ou

= dQ/Aǫ0, onde Q = Aσ é a área total da plaa e Q sua arga. Supomos aqui um distribuição16



uniforme nas plaas o que somente se justi�a se na hipótese de d << √
A permitir desprezar asdeformações dos ampo e densidade de arga próximo à bordas. Neste aso a apaitânia será

C =
Aǫ0
d

(5.84)Exemplo: Calule a apaitânia de duas esferas onêntrias de raios R1 e R2.O ampo agora será radial de módulo Qr2/R2
1ǫ0. A sua integral entre R1 e R2 leva a

∆φ =
Q

4πǫ0

(
1

R1

− 1

R2

)e a apaitânia será
C = 4πǫ0

R1R2

R2 − R1

(5.85)Observe que nestes exemplos a apaitânia é função da geometria somente.Exeríio: Calule a apaitânia por unidade de omprimento de dois tubo ondutores oaxiaisde raios r̃i e r̃e.Exeríio: Uma plaa ondutora é aproximada e outra paralela de um valor in�nitesimal ∆x.Qual o trabalho realizado? Qual a variação da energia aumulada no ampo elétrio?2.6 Propriedades das soluções da equação de LaplaeJá vimos que a equação diferenial de Gauss quando expressa em termos do ampo esalar tomaa forma da equação de Poisson
∆2φ = − ρ

ǫ0
, (6.86)que no aso ρ = 0 se reduz à a equação de Laplae.Podemos iniialmente estudar as soluções da equação de Laplae em uma dimensão quando

φ = φ(x). A equação se torna
d2

dx2
φ(x) = 0, (6.87)uja solução geral é φ = ax + b. Além da ondição iniial quando φ e d

dx
φ é onheido em algumponto do espaço a solução está a univoamente determinada se forem dados os valores do amponos extremos de um intervalo, φ(x1) e φ(x2). Além disto o valor do ampo em um ponto oinideom o seu valor em pontos simetriamente oloados, 2φ(x) = φ(x + x0) + φ(x − x0). Comoonsequênia vemos que o ampo φ não apresenta nem máximos nem mínimos no interior deum segmento de reta. Estas propriedades são generalizadas para dimensões maiores. Em duasdimensões o ampo estará univoamente determinado se forem dados os valores do ampo emuma borda de uma região fehada. O valor do ampo em um ponto oinide om o seu valormédio em qualquer írulo onêntrio om este ponto e onsequentemente não haverá máximosnem mínimos. Em três dimensões também o valor do ampo oinide om o seu valor médioem qualquer superfíie esféria onêntria ao ponto e onsequentemente não haverá máximos oumínimos. A propriedade de não haver máximos ou mínimos loais deorre de que a existênia de17



extremos requer que as derivadas pariais segundas nas direções dos eixos x e y devem ter mesmossinais, o que é inompatível om a equação de Laplae que requer a nulidade das suas somas.Vamos demonstrar agora que o valor médio do ampo numa esfera oinide om o seu valor noentro. Considere o ampo riado por uma arga pontual em ~r0 = r0ẑ e a esfera om entro naorigem e raio R < r0. O ampo médio na superfíie da esfera será
φ̄ =

1

4πR2

∮

S
daφ(~r) =

1

4πǫ0

1

4πR2

∮

S
da

q

|~r − r0ẑ|

=
1

4πǫ0

1

4πR2

∮

S
da

q

(R2 + r20 − 2Rr0 cos θ)1/2

=
1

4πǫ0

1

4πR2

∮

Ω
R2 sin θdθdϕ

q

(R2 + r20 − 2Rr0 cos θ)1/2

=
q

8πǫ0

∫ 1

−1
dx

1

(R2 + r20 − 2Rr0x)1/2

=
q

8πǫ0Rr0
[(R + r0)− (R− r)]

=
q

4πǫ0r0
, (6.88)que é o valor do ampo riado pela arga na origem, entro da esfera. Se demonstramos para umaúnia arga para um onjunto de argas pontuais a generalização do resultado é imediata já quea média da superposição dos ampo será o soma dos valores médios dos ampos riados por adaarga.Exeríio: Repita o álulo anterior om a arga no interior, R > r0, e mostre que o ampomédio oinide om o ampo que seria produzido se a arga estivesse no entro da esfera.Exeríio: Disuta o teorema de Earnshaw que a�rma não existir uma on�guração de argas�xas que estejam em equilíbrio somente por ação de forças eletrostátias.A seguir vamos responder à pergunta sobre quais são as ondições de ontorno que devem serimpostas a uma solução da equação de Laplae, ou Poisson, para que a sua solução seja únia.Teorema 1: A solução da equação de Laplae, φ(~r), está univoamente determinado em umaregião V se soubermos os valores do ampo sobre a borda de V , δV .Demonstração : Se a ondição de ontorno for φ = 0 em todos os pontos de δV o ampo seráneessariamente nulo no interior de V já que ele não pode apresentar máximos ou mínimos. Casohouvesse algum ponto om o ampo φ positivo, por exemplo, poderíamos perguntar qual o valormáximo do ampo e ele estaria ertamente no interior da região o que não é permitido omo vimosatrás. Caso a ondição de ontorno seja mais omplexa, om valores não uniformes na superfíie,vamos supor que haja duas soluções distintas para a mesma ondição de ontorno. Tome agora adiferença entre estas soluções. Esta diferença satisfaz também à equação de Laplae e a ondiçãode ontorno nesta solução é de que ela seja nula na superfíie. Ora omo vimos aima isto signi�aque a diferença entre os ampos «ula. Ou seja a solução é únia.Este resultado pode ser generalizado para soluções da equação de Poisson. Suponhamos quedois ampos, φ1e φ2 satisfaçam à equação de Poisson, ∇2φ = ρ, om a mesma fonte, ρ, para osdois ampos. a diferença entre estes ampos satisfaz à equação de Laplae. Se ambos os ampossatis�zerem à mesma ondição de ontorno, qual seja, a de terem valores na borda da regiãoonheidos, então vale o mesmo argumento aima e a diferença entre os ampo é nula.18



Teorema 2: O ampo esalar, solução da equação de Poisson para uma fonte onheida ρ(~r),está univoamente determinado, a menos de uma onstante global, numa região V uja borda éomposta por uma oletânea de superfíies fehadas δiV se:1)O ampo esalar for onstante em ada superfíie, embora não saibamos os valores de adaonstante, e2)A derivada normal ∂φ
∂n

tem sua integral de superfíie em ada superfíie, δiV , onheida.Demonstração :O valor da integral de superfíie da derivada normal determina a arga total no interior dasuperfíie δiV :
∮

δiV

∂φ

∂n
da =

∮

δiV

~E.d~a =
Qi

ǫ0
. (6.89)Além disto sabemos que o ampo elétrio é ortogonal à superfíie, já que φ é onstante. Suponha-mos então dois ampos elétrios, ~E1 e ~E2, soluções ujos poteniais, φ1 e φ2, satisfazem às ondiçõespresritas. A diferença, ∆φ = φ1 − φ2, satisfaz à equação de Laplae, e a integral de superfíie desua derivada normal é nula. Vamos alular então a integral da divergênia do produto do ampoesalar pelo elétrio:

∫

V

~∇.(∆φ∆ ~E).d3r =
∫

V

[(
~∇∆φ

)
.∆ ~E +∆φ~∇.∆ ~E

]
d3r

= −
∫

V
(∆ ~E)2d3r, (6.90)usando que ~∇.∆ ~E = 0. O lado esquerdo, alulado pelo teorema da divergênia leva a

∫

V

~∇.(∆φ∆ ~E).d3r =
∑

i

∮

δiV
∆φ∆ ~E.d~a

=
∑

i

∆φi

∮

δiV
∆ ~E.d~a = 0, (6.91)já que ∫ ∆ ~E.d~a se anula pela ondição de ontorno 2 aima. Conlui-se assim novamente que ∆ ~Edeve ser nulo e portanto o ampo elétrio é unívoo.Teorema 3: O ampo φ está univoamente determinado em uma região, a menos de umaonstante global, se onheemos ou o valor do ampo ou de sua derivada normal na(s) superfíie(s)borda da região .A demonstração é pareida om a do teorema aima. A equação (6.90) se repete novamente.A apliação do teorema da divergênia leva agora

∫

V

~∇.(∆φ∆ ~E).d3r =
∮

δV
∆φ∆ ~E.d~a = 0, (6.92)já que ou ∆φ ou ∆ ~E se anula pelas ondições de ontorno. Assim novamente a ∆ ~E deve se anularimpliando na uniidade do ampo.Exeríio: Considere que o potenial assuma os valores ( onstantes) φA e φB sobre asasesférias de raios RA e RB. Imagine uma on�guração de argas exteriores à região RA < r < RBque dê origem a um ampo esalar na região om os valores limites dados. Essa on�guração éunívoa? 19



2.7 Método das imagensOs teoremas de uniidade desritos aima nos auxiliam a disernir que tipo de problemas físiostêm sentido. Uma utilidade deles está em permitir uma espéie de solução de um problema físioa partir da observação da solução de outro problema aparentado ao primeiro de tal forma que emuma região limitada do espaço as soluções dos dois problemas sejam idêntias. Este é o prinípiodo método das imagens. É mais fáil desrever om exemplos padrões.Imagine o problema de enontrar o ampo riado por duas argas opostas oloada digamosnos pontos ~r1 = aẑ e ~r2 = −aẑ. Este problema já foi resolvido já que se trata de somar as duasontribuições tipo ampo de Coulomb. O potenial será
φ(~r) =

q

4πǫ0


 1
√
r̃2 + (z − a)2

− 1
√
r̃2 + (z + a)2


 , (7.93)om r̃ =

√
x2 + y2. Observe as propriedades: Em z = 0 o potenial é onstante, φ = 0, e portantoo ampo elétrio é ortogonal a esta superfíie. No in�nito o ampo deai a zero.Agora pense sobre outro problema bem distinto: Uma únia partíula loalizada no ponto ~r1om a mesma arga q, sem a partíula loalizada em ~r2, mas além da primeira partíula oloamosum plano ondutor loalizado no plano xy. Queremos saber qual o ampo riado no semiplanosuperior, z > 0. Este problema estabelee ondições de ontorno pareidas om as disutidas noteorema 2 da seção anterior. Haverá argas super�iais induzidas no plano ondutor para que oampo total seja ortogonal ao plano. Se nos restringimos ao semi-espaço superior, z > 0, o ampoobtido no problema anterior om duas argas satisfaz à mesma equação diferenial, om uma fonteem ~r1, e às ondições de ontorno estabeleidas. Conlusão , já sabemos qual a solução desteproblema. O ampo elétrio obtido apliando o gradiente será

~E =
q

4πǫ0

(
∆~r1
∆r31

− ∆~r2
∆r32

)
, (7.94)om ∆~ri = ~r − ~ri. Em z = 0 somente a omponente z sobrevive levando a

Ez =
qa

2πǫ0

(
x2 + y2 + a2

)
. (7.95)O onheimento do ampo por outro lado permite obter qual a densidade de argas induzidasna superfíie. Observando a variação da omponente normal ao atravessar a superfíie ondutora,lembrando que no interior do ondutor o ampo é nulo obtemos que a densidade super�ial induzidaserá

σ =
−qa

2π(x2 + y2 + a2)3/2
. (7.96)Evidentemente a integral de superfíie será igual a −q omo devíamos esperar. A força que apartíula exere sobre o plano e vie-versa é obtida simplesmente omo a força que a arga realexere sobre a virtual e vie-versa.Exeríio: Veri�que que a arga total induzida na superfíie é −q.Voltando agora vamos eslareer o essenial do método das imagens: O ampo riado pelaarga q em ~r1 juntamente om as argas induzidas na superfíie foi obtido, na região de interesse20



z > 0, aresentando uma arga −q na região z < 0, fora da região de interesse, hamada argaimagem. O ampo riado pelas duas argas oinide na região de interesse z > 0 om o amporiado pela arga q mais as argas induzidas. Depois, de posse da solução, pudemos obter qual aarga induzida.Uma outra situação padrão para apliação do método das imagens é obtida substituindo oplano in�nito por uma superfíie esféria. Suponhamos por exemplo que queiramos saber qual oampo riado por um arga q1 oloada no ponto ~r1 = r1ẑ na presença de uma esfera metáliaaterrada entrada na origem e de raio R < r1. Novamente não temos omo apliar a lei de Coulombdiretamente já que não sabemos qual a arga induzida.Vamos tentar obter esta solução pelo métododas imagens. Como queremos o ampo para r > R devemos tentar oloar uma arga imagemno interior da esfera de modo a que o ampo riado pela arga real e pela arga virtual esteja deaordo om a ondição de ontorno, φ = 0 na superfíie. Por simetria vamos oloar esta argasobre o eixo z. Tomemos o seu valor omo q′ e sua posição omo ~r′ = r′ẑ. O ampo será dado por
φ(~r) =

1

4πǫ0

(
q√

r2 + r12 − 2rr1 cos θ
+

q′√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ

) (7.97)Um pouo de álgebra mostra que se esolhemos q′ = −qR/r1 e r′ = R2/r1 o ampo se anularásobre todos os pontos om r = R. O método das imagens também funiona neste aso. Oampo elétrio pode ser obtido pelo gradiente da solução aima om os valores de q′ e r′ reémestabeleidos. Na superfíie o ampo será radial om
Er(θ) =

q

4πǫ0
(R2 + r1

2 − 2Rr1 cos θ)
−3/2R

2 − r1
2

R
(7.98)Obtemos a densidade de arga induzida na superfíie omo σ(θ) = ǫ0Er(θ). A força sobre a esferaserá obtida pela força que a arga real exere sobre a virtual e vie-versa.Exeríio: Veri�que que a arga total induzida vale −qR/r1e.Este problema da arga na presença de uma esfera aterrada permite uma generalização alémda trivial de utilizar o prinípio da superposição para tratar de um onjunto de argas e não deuma únia arga real. Trata-se de relaxar a ondição de ampo nulo na superfíie esféria parauma ondição de ampo om valor arbitrário. Basta aresentar uma outra arga no entro daesfera para pereber que o ampo riado pela arga real, pela arga imagem e pela arga na origemsatisfaz à ondição de ser onstante na superfíie. Ajustando o valor da arga na origem podemosesolher o potenial da esfera. Isto é equivalente também a ajustar a arga total induzida na esfera.Exeríio: Enontre a solução para uma arga na proximidade de uma esfera om esta tendoarga arbitrária Q. Qual a força que a partíula exere sobre a esfera?Exeríio: Uma linha de argas é disposta paralelamente ao um ilindro aterrado. Suponhapor exemplo densidade linear λ na linha paralela ao eixo z que passa pelo ponto y = 0 e x = d eo ilindro om eixo de simetria no eixo z e raio D < d. Disuta este problema pelo método dasimagens, om base na solução de problema anterior em que loalizamos as equipoteniais de duasdensidades lineares opostas de argas dispostas paralelamente e na qual vimos que estas equipoten-iais são ilindros. Eventualmente onsidere também outra densidade linear virtual loalizada noentro do ilindro. Explique laramente onde estão as arga imagens, qual a densidade super�ialinduzida e qual a força por unidade de omprimento exerida no ilindro.21



2.8 Separação de Variáveis em oordenadas artesianasVamos iniiar nossa disussão supondo que o potenial seja função apenas de duas variáveis, φ(x, y).Queremos enontrar soluções da equação de Laplae
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0. (8.99)Um método muito útil onsiste em tentar obter soluções na forma de produto de funções deada variável separadamente, ou na forma de soma destes produtos. Tentemos pois soluções dotipo

φ = ψ(x)χ(y). (8.100)Substituindo na equação de Laplae e dividindo a equação resultante por φ teremos
1

ψ

d2

dx2
ψ(x) +

1

χ

d2

dy2
χ(y) = 0. (8.101)Para que esta soma seja uma onstante, zero, é preiso que ada parela, que depende de apenasuma das variáveis também seja onstante. Vamos hamar a primeira onstante de k2, supondo queela seja positiva. Obtemos então em lugar da equação diferenial parial duas equações difereniaisordinárias

1

ψ

d2

dx2
ψ(x) = k2, (8.102)e

1

χ

d2

dy2
χ(y) = −k2. (8.103)A solução destas equações difereniais é bem onheida:

ψ(x) = Ãekx + B̃e−kx (8.104)e
χ(y) = C1 sin kx+ C2 cos kx. (8.105)Onde Ã, B̃, C1 e C2 são onstantes arbitrárias. A solução da equação original, equação de Laplaebidimensional, resulta ser

φk(x, y) = (Ãekx + B̃e−kx)(C1 sin kx+ C2 cos kx). (8.106)Observe que das quatro onstantes introduzidas somente 3 têm signi�ado físio. Uma mudançaem Ã pode ser absorvida por exemplo por uma mudança em B̃, C1 e C2.Ora esta solução é na verdade uma solução partiular da equação bidimensional. Não seriamuito útil enontrar esta solução não fosse por uma aspeto da equação de Laplae: seu aráterlinear. Isto assegura que se realizamos superposições de soluções deste tipo ontinuamos lidandoom soluções da equação de Laplae. Como a onstante k é arbitrária a superposição de soluçõesom distintos valores de k fornee um método bastante geral para obter soluções da equação deLaplae. É omum estarmos interessados em enontrar soluções estabeleidas por ondições de22



Figura 2.7: Calha-Independente de z.ontorno espei�adas arbitrariamente. Se estas ondições de ontorno forem dadas de aordoom uma geometria que seja a�m às oordenadas artesianas poderemos om erteza enontrar asolução prourada na forma de uma soma de soluções do tipo aima desrito.É melhor aminhar agora om um exemplo físio.(�gura 2.7)Imagine que tenhamos uma alha na forma de um retângulo de tal forma que os planos y = L e
y = −S estejam aterrados, φ(x, L, z) = φ(x,−S, z) = 0. Imagine ainda que de alguma forma fomosapazes de obter a informação sobre o valor do ampo no plano x = 0 no intervalo−S < y < L, istoé, neste intervalo sabemos que φ(x, y, z) = φ0(y) para alguma função φ0 dada. Podemos imaginara região do espaço entre os planos omo uma região fehada se inluímos que o ampo no in�nitose anule. Além disto a simetria do problema sugere tratar o ampo omo função somente de x e yjá que a oordenada z não entra na sua formulação. Se tentamos uma solução omo na equação(8.106) di�ilmente onseguiremos atender a todos o requisitos do problema. Senão vejamos. Em
y = −S o ampo deve se anular. Isto é onseguido �xando a onstante k e a relação entre C1 e
C2. Chamamos C1 = C cosα e C2 = C sinα. A ondição de o ampo ser �nito em x = ∞ requerque Ã = 0. O ampo toma a forma então

φk(x, y) = B̃e−kx(C1 sin kx+ C2 cos kx)

= B̃e−kx(C cosα sin kx+ C sinα cos kx)

= B̃e−kxC sin kx+ α

≡ C̃e−kx sin (kx+ α). (8.107)A ondição de ontorno em y = −S será expressa por
sin (−kS + α) = 0, (8.108)levando a
α− kS = n1π. (8.109)A ondição de ontorno em y = L é imposta de maneira extremamente análoga, basta substituir

−S por L, levando à ondição 23



0 = sin (kL+ α) (8.110)e portanto a
α+ kL = n2π. (8.111)A diferença entre as equações (8.109) e (8.111) estabelee, usando o inteiro n = n2 − n1 que
k =

nπ

L+ S
, (8.112)ao mesmo tempo, usando o inteiro ñ = n1 + n2, obtemos que

α = (ñ+
(S − L)n

L+ S
)π. (8.113)Esta equação �xa a relação entre C1 e C2. Por exemplo aso S = 0 teremos que C2 = 0. Por outrolado para S = L teremos α = ñπ/2 e

χ = C sin (kx+ ñ
π

2
)

= C(sin (
nπx

2L
) cos

ñπ

2
+ cos (

nπx

2L
) sin

ñπ

2
). (8.114)Neste aso, ñ serve para distinguir entre somente dois asos. Caso ñ seja par teremos a funçãoseno e aso ñ seja ímpar teremos a função osseno.Falta estabeleer ainda a ondição em x = 0 que requer que

φ0(y) = C sin (
nπy

L+ S
+
ñπ

2
+
n(S − L)π

2(L+ S)
). (8.115)O que não é possível em geral. A solução é então busar superposições de soluções do tipo aquienontrado. Como as demais ondições de ontorno são homogêneas a onsideração de superpo-sições de soluções ontinua respeitando tais ondições. Resta apenas a ondição em x = 0. Porsimpliidade vamos tomar o aso S = 0. O ampo será então

φ(x, y) =
∑

n

Bn sin
nπy

L
e−

nπ
L

x. (8.116)Somos levados a uma série de Fourier de senos para o potenial em x = 0:
φ0(y) =

∑

n

Bn sin
nπy

L
. (8.117)Por razões didátias vamos fazer um resumo de séries de Fourier, adotando uma notação simples.Estamos interessados em uma função no intervalo −l < y < l. De�nimos as funções

Sl
n(y) =

sin(nπy
l
)√

l
,n=1,2,... (8.118)24



C l
n(y) =

cos(nπy
l
)√

l
,n=1,2,... (8.119)

C l
0(y) =

cos(nπy
l
)√

2l
=

√
1

2L
,n=0 (8.120)(8.121)Estas funções satisfazem as relações de ortonormalidade:

∫ l

−l
Sl
n(y)S

l
n′(y)dy =

∫ l

−l
C l

n(y)C
l
n′(y)dy = δn,n′ (8.122)e ∫ l

−l
Sl
n(y)C

l
n′(y)dy = 0. (8.123)Elas formam um onjunto ompleto no sentido de que qualquer função bem omportada podeser representada por uma série do tipo

f(y) =
∞∑

n=0

cn[f ]C
l
n(y) +

∞∑

n=1

sn[f ]S
l
n(y) (8.124)om os oe�ientes determinados por

sn[f ] =
∫ l

−l
Sl
n(y)f(y)dy (8.125)e

cn[f ] =
∫ l

−l
C l

n(y)f(y)dy. (8.126)A interpretação geométria ajuda: a integral
∫ l

−l
f(y)g(y)dy (8.127)de�ne o produto interno, < f |g >, entre as funções f(y) e g(y), vistas omo elementos de umespaço linear de funções. As funções C l

n(y) e Sl
n(y) podem ser vistas omo elementos de uma baseortonormal neste espaço. Os oe�ientes cn[f ] e sn[f ] são obtidos projetando ada função f(y)nos elementos respetivos da base, via produto interno da função f(y) om os elementos C l

n(y) e
Sl
n(y), < Cn|f > e < Sn|f >.Voltando ao nosso problema om S = 0, vemos que podemos expandir qualquer função de�nidano intervalo entre -L e +L em séries de senos e ossenos. Como nossa solução requer somar somentesobre senos podemos utilizar o ferramental das série de Fourier reorrendo ao proedimento derealizar a extensão ímpar da função φ0(y) para o intervalo −L < y < L ( i.e. φ0(−y) = −φ0(y)):. Isto é de�nimos φ0(−y) = −φ0(y). Esta nova função estendida poder ser expressa pela série deFourier, e, omo ela é ímpar e os ossenos pares, os oe�ientes cn[φ0] são nulos. Como resultadoo potenial em x = 0 pode ser expresso em série de Fourier de senos levando à identi�ação dosoe�ientes omo

Bn =
∫ L

−L

sin (nπy/L)

L
φ0(y)dy = 2

∫ L

0

sin (nπy/L)

L
φ0(y)dy. (8.128)25



2.8.1 Coordenadas Cartesianas - TridimensionalConsidere o seguinte problema: um tubo in�nito ondutor é de�nido pela interseção dos planos
z = 0, y = 0, z = a e y = b. O potenial em x = 0 é ontrolado e mantido omo φ0(y, z). Queremosenontrar o ampo no interior do tubo para x > 0. As ondições de ontorno serão :1) φ = 0 para y = 0 e y = b.2)φ = 0 para z = 0 e z = a.3)φ = 0 para x → ∞.4)φ = φ0(y, z) para x = 0.Tentando uma solução do tipo φ = α(x)β(y)γ(z) a equação de Laplae no interior do tubo nosgarante então que

1

α

d2

dx2
α(x) +

1

β

d2

dy2
β(y) +

1

γ

d2

dz2
γ(z) = 0. (8.129)Novamente ada parela deve ser uma onstante e a soma das onstantes nula. A periodiidadeem y e z sugere tomar onstantes negativas para os termos orrespondentes. Resulta

d2

dy2
β(y) = −(

nπ

b
)2β(y), (8.130)

d2

dz2
γ(z) = −(

lπ

a
)2γ(z) (8.131)e

d2

dx2
α(x) = ((

nπ

b
)2 +

lπ

a
)2)α(x). (8.132)As soluções serão

αn,l(x) = An,le
Kn,lx +Bn,le

−Kn,lx, (8.133)
βn(y) = Cn sin(nπy/b) +Dn cos(nπy/b), (8.134)
γl(z) = El sin(lπz/a) + Fl cos(lπz/a), (8.135)om K2

n,l = (nπ/b)2 + (lπ/a)2.As ondições de ontorno homogêneas nos dão: 1) n deve ser inteiro e D=0. 2) l deve ser inteiroe F=0. 3) B=0.A solução geral satisfazendo às ondições homogêneas será
φ(x, y, z) =

∑

n,l

Cn,le
−Kn,lx sin(nπy/b) sin(lπz/a). (8.136)Resta somente veri�ar a ondição de ontorno não homogênea em x = 0

φ0(y, z) =
∑

n,l

Cn,l sin(nπy/b) sin(lπz/a). (8.137)26



Vemos que aímos novamente no problema de expressar uma função em termos de sua série deFourier, neste aso bidimensional. O produto de funções seno e osseno dependentes em variáveisdistintas, sin(nπy/b) sin(lπz/a) forma uma base para funções de duas variáveis, satisfazendo arelações de ompleteza e ortogonalidade para funções de duas variáveis no intervalo 0 < y < b e
0 < z < a. Qualquer função φ0 pode ser esrita da forma aima om os oe�ientes dados por

Cn,l = (
4

ab
)
∫ b

0
dy
∫ a

0
dzφ0(y, z) sin(nπy/b) sin(lπz/a). (8.138)2.9 Separação de variáveis: Coordenadas esfériasA equação de Laplae pode também ser separada um oordenadas esférias. A equação apresentaa forma:

∇2Φ =
1

r

∂2

∂r2
(rΦ) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Φ

∂θ
) +

1

r2sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ2
= 0 (9.139)Adotando a forma partiular, Φ = α(r)β(θ)γ(ϕ) e multipliando a equação resultante por

r2 sin2 θ resulta em
0 = sin2 θ

[
r

α

d2

dr2
(rα) +

1

β sin θ

d

dθ
(sin θ

dβ

dθ
)

]
+

1

γ

d2γ

dϕ2
(9.140)A dependênia no ângulo ϕ é separada introduzindo a onstante de separação de variáveis, m2,de maneira que

1

γ(ϕ)

d2γ

dϕ2
= −m2γ(ϕ) (9.141)levando à solução

γm(ϕ) = E sinmϕ + F cosmϕ. (9.142)A equação de Laplae �a reesrita, dividindo por sin2 θ, omo
0 =

r

α

d2

dr2
(rα) +

1

β sin θ

d

dθ
(sin θ

dβ

dθ
)− m2

sin2 θ
. (9.143)Agora a dependênia em r se separa da em θ introduzindo a onstante de separação de variáveispositivo de�nida omo l(l + 1), por omodidade posterior, resultando em

r
d2

dr2
(rα) = l(l + 1)α (9.144)e

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dβ

dθ
) =

[
m2

sin2 θ
− l(l + 1)

]
β. (9.145)As soluções da parte radial são failmente obtidas omo potênias simples27



α(r) = Arl +Br−(l+1). (9.146)A equação em θ toma a forma, om x = cos θ,
d

dx

[
(1− x2)

d

dx
β

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
β = 0, (9.147)que é a equação assoiada de Legendre.Neste urso estaremos interessados prinipalmente no aso em que não há dependênia azimutal,

m = 0. Fiamos então om a equação de Legendre
d

dx

[
(1− x2)

d

dx
β

]
+ l(l + 1)β = 0, (9.148)As soluções regulares em x = ±1 desta equação são os polin�mios de Legendre. Usando ométodo de Frobenius estas soluções são enontradas. De fato esrevendo a solução omo β =∑

p apx
(p+s), enontramos a equação

∑

p=0

ap
[
(p+ s)(p+ s− 1)x(p+s−2) + (l(l + 1)− (p+ s)(p+ s− 1)− 2(p+ s))x(p+s)

]
= 0. (9.149)Igualando a zero o oe�iente do termo de mais baixa potênia em x obtemos a equação indiial:

s(s− 1) = 1 (9.150)Tomando iniialmente o aso s = 0 e esolhendo a1 = 0 obtemos as relações de reorrênia
ap+2 =

−(l(l + 1)− p(p+ 1))

(p+ 2)(p+ 1)
ap (9.151)A análise da onvergênia desta série quando |x| = ±1 mostra que a série diverge a menos que sejauma série om número �nito de termos. Isto é onseguido se o número l for um número natural.Neste aso a série resultante, normalizada para que tenha o valor unitário quando x for igual aum, de�ne os polin�mios de Legendre de ordem par. Raioínio análogo para os aso s = 1 levaaos polin�mios de ordem ímpar. Os primeiros polin�mios de Legendre são :

P0(x) = 1, P1(x) = x P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) (9.152)A propriedades básias dos polin�mios de Legendre são, para nós:1)Pl(x) é um polin�mio de grau l.2) A paridade é par se l for par e ímpar se l for ímpar.3)Os polin�mios de Legendre formam um onjunto in�nito de funções ortogonais no sentidoque

∫ 1

−1
Pl′(x)Pl(x)dx =

2

2l + 1
δl,l′ (9.153)4)A fórmula geral para os polin�mios é 28



Pl(x) =
1

2ll!
(
d

dx
)l(x2 − 1)l (9.154)5)Eles formam um onjunto ompleto de funções entre x = −1 e x = 1. Isto é qualquer funçãoneste intervalo pode ser esrita omo superposição linear dos polin�mios de Legendre:

f(x) =
∞∑

l=0

AlPl(x). (9.155)Em virtude de 3) os oe�ientes são
Al =

2l + 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pl(x)dx (9.156)6) Eles podem ser obtidos da expansão de Taylor de uma função algébria simples, hamadafunção geratriz dos polin�mios de Legendre:

(1− 2xt+ t2)−
1

2 =
∞∑

l=0

Pl(x)t
lPodemos agora apresentar a solução geral da equação de Laplae para problemas om simetriaazimutal, somando sobre todos os oe�ientes l.

Φ(r, θ) =
∞∑

l=0

(Alr
l +Blr

−(l+1))Pl(cos θ). (9.157)Exemplo 1) Considere que o potenial seja onheido na superfíie esféria om r = R omo
Φ(R, θ). Queremos obter então o ampo esalar φ(r, θ) para r < R. Utilizando a equação (9.157)se queremos a solução interior devemos eliminar os termos singulares em r = 0 o que se onseguefazendo Bl = 0. ( Caso houvesse uma arga pontual na origem deveríamos manter o termo B1 jáque este permite o omportamento om r−2 neessário para uma arga pontual). Resulta

Φ(r, θ) =
∞∑

l=0

Alr
lPl(cos θ). (9.158)E os oe�ientes serão dados, em função da propriedade 5) por

Al =
2l + 1

2Rl

∫ π

0
Φ(R, θ)Pl(cos θ) sin θdθ (9.159)Por exemplo, aso Φ(R, θ) = k sin2 θ/2 podemos alular os oe�ientes por inspeção sem ne-essitar realizar as integrais. Basta usar que sin2 θ/2 = (1 − cos θ)/2 e pereber esta expressãoomo uma superposição dos dois primeiros polin�mios de Legendre , P0 e P1. Desta maneira se vêque

Φ(R, θ) =
k

2
(1− cos2θ) =

k

2
P0(cos θ)−

k

2
P1(cos θ). (9.160)Comparando om a expressão (9.158 ) vemos então que somente os oe�ientes A0(= k/2) e

A1(= k/2R) são não nulos. Deste modo
Φ(r, θ) =

k

2
(1− r

R
cos θ) (9.161)29



Exemplo 2) Vejamos agora um aso em que estamos interessados no ampo exterior e nãoobstante não iremos anular todos os oe�ientes Al, omo seria de se esperar. Uma esfera ondutorasem arga é oloada numa região onde existe um ampo elétrio uniforme apliado na direção ẑde módulo E0. Queremos o ampo na região externa à esfera. O ponto de partida novamente é aexpressão (9.157). Para as ondições dadas mantemos o termo om A1 6= 0:
Φ(r, θ) =

∞∑

l=0

(Blr
−(l+1))Pl(cos θ)− E0rP1(cos θ). (9.162)O último termo permite reproduzir o omportamento no in�nito. A ondição de ontorno a serimposta agora é Φ = 0 sobre a esfera. Esta ondição dá Bl = 0 para todos os termos exeto para

l = 1. Para este valor de l obtemos que B1 = E0R
3 para que o potenial se anule na superfíieesféria. Depois se alularmos a derivada em relação a r e relaionarmos a desontinuidade daomponente radial do ampo elétrio om a densidade super�ial de argas, eq. (3.58), obtemos

σ(θ) = eǫ0E0 cos θ. (9.163)Exemplo 3) Uma superfíie esféria de raio R arrega uma densidade de argas onheida, σ(θ).Vamos alular o ampo em todo o espaço. Para r < R teremos
φ(r, θ) =

∞∑

l=0

Alr
lPl(cos(θ)). (9.164)Para r > R teremos

φ(r, θ) =
∞∑

l=0

Blr
−(l+1)Pl(cos(θ)). (9.165)As ondições de ontorno serão :1)Continuidade do potenial:

∞∑

l=0

(Alr
lPl −Blr

−(l+1))Pl(cos(θ)) = 0. (9.166)Daí, teremos Bl = AlR
2l+1.2) Desontinuidade na omponente normal, eq. (3.58).

∞∑

l=0

(2l + 1)AlR
l−1Pl(cos(θ)) =

1

ǫ0
σ0(θ). (9.167)Daí

Am =
1

2ǫ0Rm−1

∫ π

0
σ0(θ)Pm(cos(θ)) sin(θ)dθ. (9.168)Caso partiular importante: Se σ = k cos(θ) então o únio oe�iente não nulo será A1 = k/3ǫ0.O ampo toma a forma:

φ =
k

3ǫ0
r cos(θ), (9.169)para r < R e 30



φ =
kR3

3ǫ0
r−2 cos(θ), (9.170)para r > R.2.9.1 Coordenadas esférias - Caso geralSem simetria azimutal, om dependênia em θ e ϕ as equações separadas são :1)

∂2

∂ϕ2
γ(ϕ) = −m2γ(ϕ), (9.171)uja solução geral será

γ(ϕ) = E sin (mϕ) + F cos (ϕ) = E+eımϕ + E−ımϕ. (9.172)2)
d

dr
(r2

d

dr
α(r)) = l(l + 1)α(r), (9.173)om a solução geral

α(r) = Arl +Br−(l+1). (9.174)3)
1

sin θ

d

dθ
(sin θ

d

dθ
β(θ)) = [−l(l + 1) +

m2

sin2 θ
]β(θ). (9.175)Esta equação, hamada equação assoiada de Legendre, apresenta as funções assoiadas de Le-gendre omo as soluções regulares em θ = ±π. Chamando x = cos(θ) as funções assoiadas deLegendre são de�nidas por

Pm
l (x) =

1

2ll!
(1− x2)

m
2

dm+l

dxm+l
(x2 − 1)l, (9.176)onde −l − 1 < m < l + 1. As funções para m negativo são na verdade proporionais às om mpositivo, P−m

l = cte.Pm
l .É onveniente agrupar as funções de θ e φ em um só onjunto de funções hamadas de harm�-nios esférios:
Y m
l (θ, φ) = (−1)m

√√√√(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pm
l (cos θ)eımφ. (9.177)Os harm�nios esférios formam um onjunto ompleto de funções angulares, funções de�nidasna superfíie esféria. Qualquer função de θ e φ no intervalo 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ φ ≤ 2π pode seresrita omo superposição destas funções.

f(θ, φ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

Cl,mY
m
l (θ, φ). (9.178)As relações de ortonormalidade se esrevem:31



∫
dΩ(Y M

l (θ, φ)∗Y m′

l′ (θ, φ) = δl,l′δm,m′ (9.179)Das duas últimas equações deorre que
Cl,m =

∫
dΩ(Y M

l (θ, φ)∗f(θ, φ). (9.180)A solução geral usando oordenadas esférias será:
φ(r, θ, ϕ) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

(Al,mr
l +Bl,mr

−(l+1))Y m
l (θ, ϕ). (9.181)Os primeiros harm�nios esférios são:

Y 0
0 = 1

4π
,

Y ±1
1 = ∓

√
3
8π

sin θe±ıϕ,
Y 0
l =

√
3
4π

cos θ,
Y ±ı2
2 =

√
15
32π

sin2 θe±2ıϕ,
Y ±ı1
2 = ∓

√
15
8π

sin θ cos θe±ıϕ,
Y 0
2 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1).Exemplo: Qual a solução interior à esfera de raio R sabendo que na superfíie da esfera

φ(R, θ, ϕ) = sin θ cos θ cosϕ.Solução : A solução interior sendo regular na origem requer que as potênias negativa de r nãoestejam presentes. A solução geral se reduz a
φ(r, θ, ϕ) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

Al,mr
lY m

l (θ, ϕ). (9.182)Os oe�ientes podem ser obtidos da equação (9.180), ou por inspeção notando que
φ(R, θ, ϕ) = sin θ cos θ cosϕ =

√
2π

15
(Y 1

2 − Y −1
2 ), (9.183)e assim se onlui que

φ(r, θ, ϕ) = (
r

R
)2 sin θ cos θ cosϕ (9.184)é a solução geral satisfazendo à ondição de ontorno na origem e na superfíie esféria de raio R.Não nos delongaremos neste urso no uso das soluções sem simetria azimutal.2.9.2 Separação de variáveis - Coordenadas ilíndriasO Laplaiano em oordenadas ilíndrias se esreve

∇2Φ =
1

r

∂

∂r
(r
∂Φ

∂r
) +

1

r2
∂2

∂ϕ2
Φ +

∂2

∂z2
Φ. (9.185)Novamente tentamos soluções do tipo produto de funções32



Φ = α(r)β(ϕ)γ(z). (9.186)Substituindo na equação de Laplae e dividindo por Φ obtemos
0 =

1

αr

d

dr
(r
dα

dr
) +

1

βr2
d2

dϕ2
β +

1

γ

d2

dz2
γ. (9.187)Separamos a dependênia em z introduzindo a onstante de separação k2, onsiderada positiva:

d2

dz2
γ = k2γ. (9.188)A solução desta equação se torna

γ(z) = F+ekz + F−e−kz. (9.189)A dependênia em ϕ também se separa
1

r2
d2

dϕ2
β = −m2β, (9.190)om solução geral

β(ϕ) = c cosmϕ+ d sinmϕ. (9.191)A equação radial se esreve
0 =

1

r

d

dr
(r
dα

dr
)− m2α

r2
+ k2α. (9.192)Vamos tratar primeiro de aso k = 0 em que não há dependênia em z.A solução geral para m > 0 é

α(r) = Arm +Br−m. (9.193)Enquanto que para m = 0 as duas soluções independentes levam a
α(r) = A +B ln r. (9.194)A solução geral se esreve,

Φ(r, ϕ) =
∞∑

m=1

[
rm(Cm cosmϕ +Dm sinmϕ) + r−m(C ′

m cosmϕ+D′
m sinmϕ)

]
+ A0 +B0 ln r.(9.195)Exeríio resolvido: A ampo na superfíie de um ilindro de raio r = R é onheido, φ(R, z, ϕ) =

φ0(ϕ). Na origem há uma linha de argas uniforme ao longo do eixo z om densidade linear λ0.Enontre o ampo no interior do ilindro. Supondo que não haja dependênia em z, o ampo φapesenta a forma geral eq. (9.195). A ondição de ontorno na origem, r = 0 nos dá
φ =

∞∑

m=1

rm(Cm cos(mϕ) +Dm sin(mϕ)) +B0ln(r) (9.196)33



onde B0 = −λ/2πǫ0. Partiularizando para r = R vemos que
CmR

m =
1

π

∫ 2π

0
φ0(ϕ) cos(mϕ)dϕ (9.197)e

Dm =
1

π

∫ 2π

0
φ0(ϕ) sin(mϕ)dϕ (9.198)No aso geral, om dependênia em z a equação pode ser reesrita omo

r
d

dr
(r
dα

dr
)−m2α+ (kr)2α = 0. (9.199)A solução geral é dada, para k 6= 0 pelas funções de Bessel ou Neumann:

α(r) = AJm(kr) +BNm(kr) (9.200)As funções de Bessel para m �xo formam um onjunto ompleto de funções, para o aso interior
r ≤ R por exemplo. Para exempli�ar o uso das funções de Bessel na solução de problemasde ontorno vamos apresentar a propriedade de ompleteza das funções de Bessel. As raízes daequação

Jm(kR) = 0, (9.201)formam um onjunto in�nito, kn,mr = αn,m. Para m �xo as diferentes funções Jm(kn,mr) variandosobre todos os n′s formam funções ortogonais om a relação de ortogonalidade esrita
∫ R

0
rJm(km,nr)Jm(km,n′r)dr = δn,n′R2Jm+1(km,nR)/2. (9.202)Qualquer função entre 0 e R pode ser esrita na forma da série de Fourier-Bessel

F (r) =
∞∑

n=1

anJm(km,nr), (9.203)om os oe�ientes dados por
an =

2

R2J2
m(km,nR)

∫ ∞

0
rF (r)Jm(km,nr)dr. (9.204)2.10 Visão geral: O problema de Sturm-LiouvilleO proedimento de separação de variáveis nos levou a diferentes equações difereniais ordináriasonforme o sistema de oordenadas utilizado. Em todos os asos hegamos a uma equação do tipode Sturm-Liouville, que é araterizada pela forma

d

dx

(
P (x)

df(x)

dx

)
− S(x)f(x) = λR(x)f(x), (10.205)ou

LF (x) = λR(x)F (x), (10.206)34



onde L é o operador linear de Sturm-Liouville, d
dx

(
P (x) d

dx

)
− S(x), R(x) é a função peso, λ oauto-valor e a solução f(x) é hamada de auto-função do operador L.O operador apresenta a propriedade de ser auto-adjunto:

∫ xb

xa

g(x)Lf(x)dx =
∫ xb

xa

f(x)Lg(x)dx, (10.207)desde que a equação diferenial seja suplementada om ondições de ontorno adequadas em x = xae x = xb. De fato integrando por parte duas vezes a integral do lado direito se obtém a do ladoesquerdo da equação 10.207 se
[
f(x)P (x)

dg

dx
− g(x)P (x)

df

dx

]

x=xa

=

[
f(x)P (x)

dg

dx
− g(x)P (x)

df

dx

]

x=xb

. (10.208)As ondições de ontorno devem garantir essa ondição.Nestas ondições, a análise do problema de Sturm-Liouville leva às onlusões1)Há um número in�nito enumerável de auto-valores λn e todos são reais.2)As auto-funções, fn(x) e fm(x), de auto-valores distintos, λn 6= λm, são ortogonais
∫ xb

xa

fn(x)fm(x)R(x)dx = 0. (10.209)De fato, isso deorre imediatamente do aráter auto-adjunto do operador. Basta apliar a equação10.207 às duas funções fn e fm e usar a equação de Sturm-Liouville original. As auto-funçõesdevem satisfazer às ondições de ontorno adequadas para garantir o aráter auto-adjunto.3) As auto-funções formam um onjunto ompleto. Qualquer função no intervalo onsideradopode ser esrita omo superposição delas
f(x) =

∞∑

n=0

fn(x)cn. (10.210)Questão: para ada aso de separação de variáveis que já disutimos, identi�que quais equaçõestomaram a forma de Sturm-Liouville e identi�que a variável x, o operador, a função peso e o auto-valor para ada aso.Analisaremos um pouo mais detidamente o aso da equação de Laplae em oordenadas ar-tesianas. Vamos nos restringir a uma dimensão. Nesse problema fomos levados à série de Fourier.Nesse aso P (x) = R(x) = 1, S(x) = 0 e xb = −xa = L e a equação diferenial é
d2

dx2
f = λf. (10.211)O aráter auto-adjunto é obtido se a equação 10.208 for válida:

[
f(x)

dg

dx
− g(x)

df

dx

]

x=−L

=

[
f(x)

dg

dx
− g(x)

df

dx

]

x=L

. (10.212)Essa ondição se veri�a para as funções sin(nπx/L) e cos(nπx/L), já que elas são periódias. Oonjunto de auto-funções fn(x) é identi�ado omo o onjunto dessas funções seno e osseno. Osauto valores são identi�ados omo λn = −(nπ/L)2. Nesse aso eles são ditos degenerados, já quehá duas soluções distintas, se λ 6= 0. 35



Uma questão mais deliada é a da araterização da ompletude o onjunto das "`funções deFourier"', ou sobre o quão bem uma função qualquer pode ser expressa, de maneira biunívoapreferenialmente, omo uma série de Fourier. Em geral os físios delegam essa questão para osmatemátios. Se voê preferir, pode presindir da disussão a seguir. Mas se voê tiver pendêniaspor um melhor entendimento da desrição matemátia da Físia, talvez se interesse por ela. Valeaqui desrever, de maneira extremamente esquemátia alguns resultados dessa análise. Para pouparesrita vou fazer L = π. Primeiro é preiso que os oe�ientes da série de Fourier estejam bemde�nidos, para uma função poder ser expressa omo série de Fourier. Assim,
cn =

1√
π

∫ π

−π
cos(nx)f(x)dx e sn =

1√
π

∫ π

−π
sin(nx)f(x)dx (10.213)devem estar bem de�nidos†. As integrais preisam ser onvergentes. Além disso a questão maisdeliada: é preiso ter laro o que se pretende omo "onvergênia"da série de Fourier. Podemosdividir em duas lasses de onvergênia: onvergênia em média ou onvergênia pontual.Primeiro a onvergênia em média. Imagine que a série de Fourier de uma função f(x) sejatrunada, os termos sejam somados somente até uma ordem N ( de n = 0 até n = N) arbitraria-mente alta, mas �nita. Para ada valor de N, teremos uma função bem de�nida, formando umasequênia de funções à medida que aumentamos N. Dizemos que a sequênia dessas séries somadasonverge em média, se a integral (do quadrado) da diferença da função para ada membro dasequênia onverge para zero. Expliando: fN(x) −→ f(x), em média, onde

fN (x) =
N∑

n=0

cn cos(nx) +
N∑

n=1

sn sin(nx), (10.214)e cn e sn são os oe�ientes da série de Fourier, 10.213. E, a onvergênia em média signi�a
lim

N→∞

[∫ π

−π
(f(x)− fN (x))

2 dx
]
= 0. (10.215)A análise nesse aso leva a resultados failmente entendidos: Qualquer função que seja integrávele ujo quadrado também seja integrável, diz-se função do tipo L2, pode ser aproximada por suasérie de Fourier no sentido aima. A orrespondênia não é biunívoa, entretanto. Duas funçõesque diferem em "somente alguns pontos"podem ter a mesma série de Fourier. De fato a integraldo quadrado das diferenças dessas funções é nula. A solução para tornar a série biunívoa leva àidenti�ação dessas funções omo se fossem um únio ente matemátio: duas funções que diferemnum número devidamente pequeno de pontos são ditas (quase)-iguais, são identi�adas. O trata-mento formal dessa situação leva à teoria da medida e à neessidade de desenvolver a integraçãode Lebesgue, que pode ser vista omo uma generalização da integração de Riemann. O reursoà onvergênia em média pode pareer natural no formalismo da meânia quântia, que utilizaintegrais para obter grandezas om signi�ado físio direto, a partir das funções de onda. Noestudo, por exemplo, do eletromagnetismo, pode pareer um tanto estranho.Quanto à onvergênia pontual: a série de Fourier alulada em um dado ponto representa afunção original tão bem quanto se queira, nesse ponto?

lim
N→∞

fN (x) =?f(x). (10.216)
†Um fator √2 adiional deve estar presente para c0 36



A onvergênia em média não garante a onvergênia pontual, omo se deduz da não univoidadeda série. Para se obter a onvergênia pontual da série de Fourier deve-se também restringir alasse de funções que se pretende representar. Esse problema reebeu a atenção de vários mate-mátios que estabeleeram diferentes ondições su�ientes para que uma função tenha uma sériede Fourier que onvirja pontualmente. Até onde eu saiba não há uma araterização geral omondições ao mesmo tempo neessárias e su�ientes. Uma ondição su�iente para a onvergênia,de abrangênia bastante ampla, pode ser estabeleida( ver Courant and Hilbert) requerendo-seque a função seja "suave por partes". Quer dizer: a função deve ser ontínua por partes e suaderivada primeira também deve ser ontínua por partes( esse ultimo requerimento pode ser suavi-zado: basta que a derivada seja L2 . Então, a série de Fourier onverge pontualmente. Ademais,nos intervalos fehados em que a função é ontínua a onvergênia é uniforme: pode-se omparara sequênia de funções fN(x), para x no intervalo fehado, om um únia sequênia numériaonvergente o que garante a onvergênia( uniforme) da sequênia de funções. Nos pontos emque há desontinuidade, a onvergênia não é uniforme: Para ada valor de x que se aproxima doponto de desontinuidade, se pode garantir a onvergênia da série, mas a análise da onvergêniaé ponto-a-ponto. Mais interessante, se a função apresenta uma desontinuidade omo pode a sérieonvergir? Para qual valor, o obtido aproximando-se do ponto de desontinuidade pela esquerdaou pela direita? Resposta: para o valor médio dos dois:
lim

N→∞
fN(x) = lim

ǫ→0

1

2
(f(x+ ǫ) + f(x− ǫ)). (10.217)A onvergênia uniforme da série é muito bem-vinda: pode-se integrar a série termo a termo. Comodisse, esse ritério - ser suave por partes - não é neessário, mas apenas su�iente. Existem funçõesque não são suaves por partes mas que tem uma série de Fourier onvergente. Por exemplo ( verDjairo Figueiredo) se a função é tal que |∆f | < K|∆x|α numa vizinhança fehada de um ponto,onde K a α são positivos, pode-se deduzir a ontinuidade da função mas não neessariamente desuas derivadas. A função que satisfaz a esse ritério é hamada de ontínua à Holder, e terá a série deFourier onvergente, mesmo que a derivada da função seja divergente nesse ponto. Outro exemploé de "`funções de variação limitada"'. A função é de variação limitada se a soma das variaçõesda função em uma partição de um intervalo fehado for limitada por um valor independente dapartição. Nesse aso pode ser que a derivada da função apresente um número in�nito ( masontável) de desontinuidades e portanto a função também não ser ontínua por partes. Essasfunções também tem séries de Fourier onvergentes pontualmente.Quais onsequênias físias se pode obter dessa disussão? Por exemplo ao atravessar um planoom densidade super�ial de argas o ampo elétrio é desontínuo. A derivada de uma série deFourier do ampo esalar na variável artesiana normal à superfíie não onverge uniformementena vizinhança do plano. Daí, se a série de Fourier do ampo elétrio for integrada, no entorno doplano, termo a termo, pode não resultar na variação do potenial. Por outro lado, se um planoporta uma distribuição super�ial de momentos de dipolo, o próprio ampo esalar apresentadesontinuidade: a sua série de Fourier não onverge uniformemente e a integral termo a termonão é garantida.
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2.11 Expansão em multipolosTrata-se de um proedimento para obter uma expressão para o ampo elétrio produzido por umadistribuição de argas loalizada numa "pequena"região do espaço, válida para longas distâniasda fonte, de tal forma que o ampo é expresso omo uma soma( in�nita) de termos ada um pro-porional a potênias inversas do raio ( Também se pode tratar do aso inverso: as fontes distantese o ampo próximo de um ponto). Já vimos que o potenial elétrio expresso em oordenadasesférias se apresenta, para o problema exterior, na forma
φ(~r) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

aml Y
m
l (θ, ϕ)r−(l+1). (11.218)Oorre que os oe�ientes aml podem ser relaionados a propriedades da distribuição das argasque estejam em uma região �nita do espaço. Estas propriedades são os momentos de multipolos.Para omeçar onsidere uma distribuição de argas om densidade volumétria ρ(~r′) distribuídanuma região do espaço, V, que vamos de�nir omo uma esfera de raio R: todas as argas estão empontos om r′ < R. O ampo esalar é, alulado no ponto de observação ~r é

φ(~r) =
1

4πǫ0

∫

V

ρ(~r′)

∆r
d3r′, (11.219)onde ∆r = |~r − ~r′|.Para pontos de observação fora da região V teremos que r > R > r′. Deste modo podemosexpandir (∆r)−1 em potênias de r′/r < 1:

1

∆r
=

1

r
(1 + (r′/r)2 − 2r′/r cos θ̃)−1/2, (11.220)onde θ̃, agora, é o ângulo entre os vetores ~r e ~r′, isto é, entre ponto de observação e fonte:

cos θ̃ =
~r.~r′

rr′
=
rj
r
.
r′j
r′

= r̂i.r̂
′
i.Note que a última expressão evidenia que θ̃ depende da variável ~r = ~r(r, θϕ) ( igualmente para

~r′) apenas através dos ângulos, e não da oordenada radial r ( ou r′).A função 1
∆r
, vista omo função da variável r, satisfaz á equação de Laplae e omo não dependedo ângulo azimutal apresenta expansão em séries de potenias de r′/r, para pontos fora da região

V , que se esreve da forma
1

∆r
=

1

r

∞∑

l=0

al(
r′

r
)lPl(cos θ̃) (11.221)Os oe�ientes al são failmente alulados se tomamos θ̃ = 0, usamos que Pl(1) = 1 e ex-pandimos o lado esquerdo em potênias, o que é fáil neste aso. Obtém-se então o resultadoextraordinariamente elegante al = 1. Aabamos de derivar a propriedade da função geratriz dospolin�mios de Legendre, eq(9.155). Levando este resultado de volta à lei de Coulomb para opotenial resulta 38



φ(~r) =
1

4πǫ0

∞∑

l=0

1

r(l+1)

∫

V
(r′)lPl(cos θ̃)ρ(~r

′)d3r′ ≡
∞∑

l=0

φl(θ, ϕ)

rl+1
≡

∞∑

l=0

φ(l)(~r). (11.222)Este é o resultado prourado. Ele expressa o ampo omo uma superposição de termos, φ(l)(~r),ada qual om uma dependênia de r espeí�a, r−(l+1). São os termos de multipolo. Vemos quepara longas distânias os termos são ordenados hierarquiamente: em geral o termo de monopoloé dominante, o de dipolo sub-dominante, o de quadripolo sub-sub-dominante, et. Para obter aforma partiular de ada termo de multipolo é preiso realizar um integral da densidade de argasmultipliada por uma potênia de r′. Esta integral será rotulada em termos de momentos demultipolos, que �arão de�nidos após reesrever Pl(cos θ) = Pl(r̂j r̂
′
j) e fatorar a variável r daintegral.Vejamos os primeiros termos.Para l = 0 a integral se esreve

Q =
∫

V
(r′)0P0(cos θ̃)ρ(~r

′)d3r′ =
∫

V
ρ(~r)d3r. (11.223)Este momento, hamado momento de monopolo, é nada mais que a arga total, um esalar. Oampo de monopolo, a ontribuição de ordem l = 0 �a sendo

φ(0)(~r) =
Q

4πǫ0r
. (11.224)Para l = 1 a integral �a, hamando r̂j ≡ rj

r
= xj√

xixi
,

∫

V
ρ(~r ′)r′ cos θd3r′ =

∫

V
ρ(~r ′)r′j r̂jd

3r′ = r̂j

∫

V
ρ(~r ′)r′jd

3r′ ≡ r̂jPj , (11.225)onde fomos obrigados a de�nir o momento de dipolo omo sendo o vetor ~P om omponentes
Pj =

∫

V
ρ(~r)r′j (11.226)de modo a que o ampo de dipolo seja

φ(1)(~r) =
(r̂j)Pj

4πǫ0r2
. (11.227)Os termos de ordem maiores em potênias inversas de r podem todos ser expressos omo oproduto de r−(l+1) por integrais de potênias do tipo r′l pela densidade de argas. Por exemplo otermo de quadrupolo pode ser expresso omo 1/(4πǫ0r

3) vezes a integral
∫
d3r′r′2P2(cos θ)ρ(~r

′) =
∫
d3r′r′2(

1

2
(3 cos2 θ − 1))ρ(~r′)

=
∫
d3r′r′2(

1

2
(3rir̂

′
irj r̂

′
j − r̂′ir̂

′
jδij))ρ(~r

′) ≡ 1

2
r̂ir̂jQi,j, (11.228)onde de�nimos o momento de quadrupolo por meio de39



Qi,j =
∫
d3r(3rirj − r2δi,j)ρ(~r). (11.229)Essa grandeza é um tensor de segunda ordem. Quer dizer: suas duas omponentes mudam daforma Q′

i,j = ΛikΛjnQkn, quando se realiza uma rotação que leva xi → x′j = Λjkxk.O ampo de quadrupolo será
φ(2)(~r) =

(r̂ir̂j)Qij

4πǫ0r2
. (11.230)Em todos os asos apresentados o ampo se mostrou omo o produto de um fator do tipo

r−l−1/(4πǫ0) por ontrações de (produtos) de r̂j pelos momentos de multipolos orrespondentes.O momento de monopolo foi um esalar, o de dipolo um vetor e o de quadrupolo um tensorde segunda ordem.... O momento de ordem genéria N envolverá um polin�mio de Legendredesta mesma ordem, orrespondendo a uma potênia máxima de cosNθ = (r̂j r̂
′
J)

N . Não é difíilgeneralizar o tensor para ordem arbitrária, não é mesmo? O ampo de uma distribuição genériade argas será uma superposição de termos de multipolos. Mas para que essa expansão se presta?Se estamos a longas distânias, o ampo de multipolo de ordem l ai mais rapidamente que ode ordem l′ se l > l′. Assim, para distânias muito grandes pode fazer sentido tomar somente oprimeiro termo, l = 0, isto é aproximar o ampo omo sendo o produzido somente por uma argano origem igual à soma de todas as argas. Ou, talvez faça sentido usar os dois primeiros termos,um que ai om 1/r aresido de outro que ai om 1/r2, o que apta informação da arga totalde do momento de dipolo da distribuição. Ou, quem sabe, trunar numa dada ordem mais alta?Considere por exemplo a moléula de água, H2O. Ela apresenta arga total nula, mas as argas sedistribuem de forma que resulta um momento de dipolo elétrio. A longas distânias, talvez façasentido aproximar o ampo riado por essa moléula omo se fosse o de um dipolo pontual.Não é difíil imaginar distribuições de argas em que somente um termo de monopolo seja nãonulo. Por exemplo, para uma arga puntiforme somente o momento de monopolo será não nulo.Por outro lado se tomamos duas argas opostas (q e -q) distantes de d o momento de dipolo seráum vetor apontando da arga negativa para a positiva om módulo P = qd. Esta distribuição temmomento de monopolo nulo mas apresenta momentos de multipolos de ordens maiores que l = 1distintos de zero. Isto de�ne um �dipolo� físio, não pontual. Se tomamos, no entanto, o limitequando d → 0 om o produto qd �xo é fáil ver que o momento de quadrupolo se anula, assimomo todos os momentos de ordem superior. Isto de�ne um dipolo pontual: o ampo riado poressa on�guração idealizada de argas somente tem o ampo de dipolo, om l = 1. Um quadrupolopontual pode ser formado pela superposição de dipolos físios om direções opostas próximosum do outro e depois tomando o limite quando as quatro argas oalesem. Esta distribuiçãoimaginária apresenta somente momento de quadrupolo não nulo. Assim se de�nem distribuiçõesde arga hipotétias em que somente um dos momentos é distinto de zero. Essas distribuiçõesde argas hipotétias podem ser expressas omo densidades de argas singulares. Um monopolopontual é desrito omo uma densidade em que ρ(0)(~r) = Qδ(~r − ~r0), um dipolo pontual omo
ρ(1)(~r) = −Pj∂jδ(~r − ~r0), um quadrupolo pontual omo ρ(2)(~r) = Qjk∂j∂kδ(~r − ~r0), et(veja porexemplo V. Namias, Am. J. Phys 45 1977 624.). É um bom exeríio partir dessas distribuiçõesde arga e obter as expressões dos ampos.Exeríio. Partindo de ada uma das expressões aima, ρ(0), ρ(1) e ρ(2), obtenha os ampos demonopolo, dipolo e quadrupolo. 40



Os momentos de multipolos, que não o de monopolo, dependem em geral da esolha que�zemos da origem das oordenadas. Porém, quando os momentos de multipolos de ordem inferiorse anulam, o primeiro momento não nulo não depende da origem. Isto é fáil de ver no aso domomento de dipolo. Se tomamos a nova origem omo o ponto ~R então ~r′ = ~̃r′ + ~R. Aqui ~̃r′ é ovetor que loaliza o ponto ~r′ em relação à nova origem. Resulta assim
Pi =

∫
d3r′ρ(~r′)r′i = Pi =

∫
d3r′ρ(~r′)(r̃′i +Ri) (11.231)

=
∫
d3r′ρ(~r′)r̃′i +

∫
d3r′ρ(~r′)Ri (11.232)

= P̃i +QRi. (11.233)Ou seja a variação do momento de dipolo é (-) a variação da posição da origem vezes o momentode monopolo. Para termos de multipolo maiores há resultados análogos. A variação do momentode quadrupolo depende linearmente do momento de monopolo e do de dipolo.Também é fáil obter a propriedade de aditividade: se um sistema físio é separado arbi-trariamente em dois subsistemas, om densidades ρa e ρb, ada momento de monopolo do sis-tema todo é a soma dos momentos de monopolos orrespondentes a ada parte, por exemplo:
Pi =

∫
d3r ri(ρ(~r)) =

∫
d3r ri(ρa(~r) + ρb(~r)) = Pai + Pbi.Exeríio: Mostre que a variação do momento de quadrupolo se esreve em termos da variaçãoda origem, vezes o momento de dipolo, somado om outro termo que é da forma da variação daorigem ao quadrado vezes o momento de monopolo.Sabendo o ampo esalar produzido por um multipolo obtemos o ampo vetorial, o ampoelétrio ~E, por derivação. O ampo devido ao dipolo será

−Ei = ∂i
Pjrj
4πǫ0r3

(11.234)
=

1

4πǫ0

1

r6
(Pj(∂ir

j)r3 − Pjrj∂ir
3) (11.235)

=
1

4πǫ0

1

r6
(Pjδi,jr

3 − 3Pjrjrri) (11.236)
=

1

4πǫ0

1

r3
(Pi − 3Pj r̂j r̂i) (11.237)

=
1

4πǫ0r3
(~P − 3(~P .r̂)r̂)i (11.238)Exeríio resolvido: Queremos alular os momentos de multipolo de uma distribuição super-�ial de argas esféria, om raio R, e dependênia angular do tipo σ = k cos θ. De fato nós jáalulamos o ampo riado por esta distribuição, seção 1.9, e vimos que ela produz um ampo forada esfera dado por

φ(~r) =
1

4πǫ0

kR3 cos θ

3ǫ0r2
(11.239)omparando om a expansão de multipolos vemos que este ampo orresponde exatamente ao ampode dipolo om momento de dipolo dado por

~P =
kR3

3
ẑ. (11.240)41



Conluímos então que os demais termos de multipolos são ausentes, os respetivos momentosde multipolos são nulos.Exeríio: Calule diretamente da de�nição, os momentos de monopolo e dipolo da distribuiçãoaima.Exeríio: Mostre que o valor médio do ampo elétrio alulado no interior de uma esfera deraio R produzido por uma arga q loalizada em ~r′, om r′ < R oinide om o ampo riado noponto ~r′ por uma esfera uniformemente arregada de raio R e arga −q:
~Emédio-esfera =

3q

(4πǫ0)4πR3

∫ ∆~r

∆r3
d3r′.Expresse o resultado em termos de momento de dipolo da arga pontual em ~r′ ( alulado no sistemade referênia om entro em ~0). Generalize o resultado para uma distribuição de argas qualquer:

~Emédio-esfera = −
~P

(4πǫ0)R3
.
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